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第一章 时间序列分析简介 

1.1 引言 

（P1）时间序列分析：按照时间的顺序把随机时间变化发展的过程记录下来

就构成了一个时间序列。 

1.2 时间序列方法 

（P5）时域分析方法步骤（简答） 

第一步，考察观察值序列的特征；第二步，根据序列的特征选择适当的拟合

模型；第三步，根据序列的观察数据确定模型的口径；第四步，检验模型，优化

模型；第五步，利用拟合好的模型来推断序列其他的统计性质或预测序列将来的

发展。 

第二章 时间序列的预处理 

2.1 平稳之间序列的定义 

1. 严平稳（P20） 

严平稳是一种条件比较苛刻的平稳性定义，它认为只有当序列所有的统计性

质都不随时间的推移而发生变化时，该序列才能被认为平稳。 

2. 宽平稳（P20） 

宽平稳是使用序列的特征统计量来定义的一种平稳性，它认为序列的统计性

质主要由它的低阶矩决定，所以只要保证序列低阶（二阶）矩平稳，就能保证序

列的主要性质近似稳定。 

严格地讲，只有存在二阶矩的严平稳序列才一定是宽平稳序列。 

平稳时间序列的统计性质（P21） 

1. 常数均值 

𝐸𝑋𝑡 = 𝜇, ∀𝑡, 𝑠, 𝑘 ∈ 𝑇 

2. 自协方差函数和自关系函数只依赖于时间的平移长度而与时间的起止点

无关。 

一个平稳时间序列一定唯一决定了它的自相关系数，但一个自相关系数未必

唯一对应一个平稳时间序列。 

2.3 平稳时间序列的意义（P23-24） 

1. 延迟 k 自协方差函数的估计值 

𝛾(𝑘) =
∑ (𝑥𝑡 − 𝑥̅)(𝑥𝑡+𝑘 − 𝑥̅)𝑛−𝑘
𝑡=1

𝑛 − 𝑘
, ∀0 < 𝑘 < 𝑛 

2. 总体方差的估计值 

𝛾(0) =
∑ (𝑥𝑡 − 𝑥̅)2𝑛
𝑡=1

𝑛 − 1
 

3. 延迟 k 自相关系数的估计值 

𝜌̂𝑘 =
𝛾(𝑘)

𝛾(0)
, ∀0 < 𝑘 < 𝑛 
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4. 当延迟阶数 k 远小于样本容量 n 时的延迟 k 自相关系数的估计值 

𝜌̂𝑘 ≈
∑ (𝑥𝑡 − 𝑥̅)(𝑥𝑡+𝑘 − 𝑥̅)𝑛−𝑘
𝑡=1

∑ (𝑥𝑡 − 𝑥̅)2𝑛
𝑡=1

, ∀0 < 𝑘 < 𝑛 

2.4 平稳序列分析的理论基础 

1. Wold 分解定理（P24）（简答） 

对于任意一个离散平稳时间序列{𝑋𝑡}，它都可以分解为两个不相关的平稳序

列之和，其中一个为确定性的，另一个为随机性的。 

2. 平稳序列特征根的性质 

根据 Wold 分解定理，任意平稳序列{𝑋𝑡}都可以等价表达为 p 阶线性差分方

程。平稳序列必须满足每个特征根的绝对值都小于 1。 

2.5 平稳性检验 

DF 检验 

单位根检验是构造统计量进行序列平稳性检验的最常用方法，它的理论基础

是如果序列是平稳的，那么该序列的所有特征根都应该再单位元内。 

2.6 纯随机性检验 

纯随机序列的定义：过去的行为对将来的发展没有丝毫影响，这种序列称为

纯随机序列。如果时间序列{𝑋𝑡}满足如下性质：(1)任取𝑡 ∈ 𝑇，有𝐸𝑋𝑡 = 𝜇；(2)任

取𝑡, 𝑠 ∈ 𝑇有𝛾(𝑡, 𝑠) = {
𝜎2, 𝑡 = 𝑠
0, 𝑡 ≠ 𝑠

，称序列{𝑋𝑡}为纯随机序列，也称为白噪声序列，

简记为𝑋𝑡~𝑊𝑁(𝜇, 𝜎2)。 

纯随机序列的性质：纯随机性、方差齐性。 

第三章 ARMA 模型的性质 

3.1 AR 模型 

中心化变换实际上就是非中心化的序列整个平移一个常数，这种整体移动对

序列值之间的相关关系没有任何影响。 

【例 3-1】给四个 AR 模型，判断平稳性。 

假定{𝜀𝑡}为标准正态白噪声序列，分别使用特征根判别和平稳域判别。 

AR(1)模型为：𝑥𝑡 = 𝜙1𝑥𝑡−1 + 𝜀𝑡，特征方程为：𝜆 − 𝜙1 = 0，特征根为： 

𝜆 = 𝜙1，模型平稳的特征根|𝜆| < 1，所以其平稳域为{𝜙1| − 1 < 𝜙1 < 1} 

AR(2)模型为：𝑥𝑡 = 𝜙1𝑥𝑡−1 + 𝜙2𝑥𝑡−2 + 𝜀𝑡，特征方程为：𝜆2 − 𝜆𝜙1 − 𝜙2 = 0，

特征根为𝜆1 =
𝜙1+√𝜙1

2+4𝜙2

2
，𝜆2 =

𝜙1−√𝜙1
2+4𝜙2

2
，AR(2)模型平稳的充要条件是

|𝜆1| < 1且|𝜆2| < 1，所以其平稳域为{𝜙1,𝜙2||𝜙2| < −1且𝜙2 ± 𝜙1 < 1} 

平稳 AR(p)模型的自相关系数有两个显著的性质：拖尾性、呈指数衰减。 

偏自相关系数的截尾性：平稳 AR(p)模型的偏自相关系数具有 p 阶截尾性，

所谓 p 阶截尾，是指𝜙𝑘𝑘 = 0(∀𝑘 > 𝑝)，要证明这一点，实际上只要能证明当𝑘 >
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𝑝时，𝐷𝑘 = 0即可。 

3.2 MA 模型 

1. 可逆的定义 

若一个 MA 模型能够表示成收敛的 AR 模型形式，那么该 MA 模型称为可

逆模型，一个自相关系数唯一对应一个可逆 MA 模型。 

2. MA(q)模型的可逆性条件 

MA(q)模型的系数多项式的根都在单位圆外(
1

𝜆𝑖
> 1)。显然，MA(q)模型的可

逆概念和 AR(p)模型的平稳概念是完全对偶的，容易验证，MA(1)模型的可逆条

件是−1 < 𝜃1 < 1，MA(2)模型可逆的条件是|𝜃2| < −1且𝜃2 ± 𝜃1 < 1。 

3.3 ARMA 模型 

ARMA(p,q)模型的平稳条件是Φ(𝐵) = 0的根都在单位圆外。ARMA(p,q)模型

的平稳性完全由其自回归部分的平稳性决定。 

模型 系相关系数 偏自相关系数 

AR(p) 拖尾 p 阶拖尾 

MA(q) q 阶拖尾 拖尾 

ARMA(p,q) 拖尾 拖尾 

第四章 平稳序列的拟合与预测 

4.1 建模步骤 

（简答）ARMA 模型建模步骤： 

1. 求出该观察值序列的样本自选股关系数（ACF）和样本偏自相关系数

（PACF）的值； 

2. 根据样本自相关系数和偏自相关系数的性质，选择适当的 ARMA(p,q)模

型进行拟合； 

3. 估计模型中未知参数的值； 

4. 检验模型的有效性，如果拟合模型通不过检验，转向步骤 2，重新选择模

型再拟合； 

5. 模型优化，如果拟合模型通过检验，仍然转向步骤 2，充分考虑各种可

能，建立多个拟合模型，从所有通过检验的拟合模型中选择最优模型； 

6. 利用拟合模型，预测序列的将来走势。 

4.2 模型识别 

ARMA 模型定阶的基本原则如下表所示。 

𝜌̂𝑘 𝜙̂𝑘𝑘 模型定阶 

拖尾 p 阶拖尾 AR(p)模型 

q 阶拖尾 拖尾 MA(q)模型 

拖尾 拖尾 ARMA(p,q)模型 

可以利用 2 倍标准差范围辅助判断。如果样本自相关系数或偏自相关系数在

最初的 d 阶明显超过 2 倍标准差范围，而后几乎 95%的自相关系数都落在 2 倍
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标准差的范围以内，而且由非零自相关系数衰减为小值波动的过程非常突然，这

时，通常视为自相关系数截尾。截尾阶数为 d。 

因为 ARMA 模型的阶数通常都不高，所以实务中更常用的方法是从最小阶

数 p=1，q=1 开始尝试，不断增加 p 和 q 的阶数，直到模型精度达到研究要求。

因为平稳可逆 ARMA 模型整个的自治性，即 AR 模型可以转换为 MA 模型，MA

模型也可以转化为AR模型，所以对于ARMA模型的阶数识别并没有唯一结果。

很可能出现同一个序列，使用不同的阶数识别，都能得到很不错的拟合效果。 

4.3 参数估计 

对于未知参数的估计方法有三种：矩估计、极大似然估计和最小二乘估计 

1. 矩估计（简答） 

矩估计方法，尤其是低阶 ARMA 模型场合下的矩估计方法具有计算量小、

估计思想简单直观，且不需要假设总体分布的优点。但是在这种方法中只用到了

p+q 个样本自相关系数，即样本二阶矩的信息，观察值序列中的其他信息被忽略

了。这导致矩估计方法是一种比较粗糙的估计方法，它的估计精度一般不高，因

此常被用于确定极大似然估计和最小二乘估计迭代计算的初始值。 

2. 极大似然估计（简答） 

极大似然估计充分利用了每一个观察值所提供的信息，因而它的估计精度高，

同时具有估计的一致性、渐近正态性和渐近有效性等许多优良的统计性质，是一

种非常优良的参数估计方法。但它的缺点是需要实现假定序列的分布。 

4.4 模型检验 

1. 模型的显著性检验（简答） 

模型的显著性检验主要是检验模型的有效性。一个模型是否显著有效主要看

它提取的信息是否充分。拟合残差项中将不再蕴含任何相关信息，即残差序列应

该为白噪声序列，这样的模型称为显著有效模型。反之，如果残差序列为非白噪

声序列，那就意味着残差序列中还残留着相关信息未被提取，这就说明拟合模型

不够有效，通常需要选择其他模型重新拟合。 

2. 参数的显著性检验（简答） 

参数的显著性检验就是要检验每一个未知参数是否显著非零。这个检验的目

的是删除不显著参数使模型最精简。如果莫格参数不显著非零，即表示该参数所

对应的那个自变量对因变量的影响不明显，该自变量就可以从拟合模型中提出。

最终模型将由一系列参数显著非零的自变量表示。 

4.5 模型优化 

（简答）什么是 AIC 和 SBC 准则： 

AIC 准则：该准则的指导思想是一个拟合模型的优劣可以从两方面去思考：

一方面是常用来衡量拟合程度的似然函数值；另一方面是模型中未知参数的个数。 

SBC 准则 SBC 对 AIC 的改进就是将未知参数个数的惩罚权重由常数 2 变成

了样本容量的对数函数 lnn。 

4.6 序列预测 

目前对平稳序列最常用的预测方法是线性最小方差预测。 

MA(q)序列理论上智能预测 q 步之内的序列走势，超过 q 步预测值恒等于
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序列均值，这是 MA(q)序列自相关 q步截尾的性质决定的。 

第五章 无季节效应的非平稳序列分析 

5.1 Cramer 分解定理 

（简答）Cramer 分解定理：任何一个时间序列{𝑥𝑡}都可以视为两部分的叠加，

其中，一部分是由时间 t 的多项式决定的确定性成分，另一部分是由白噪声序列

决定的随机性成分。该定理说明任何一个序列的波动都可以视为同时受到确定性

影响的随机性影响的作用。 

5.2 差分平稳 

常见的差分方式：序列蕴含显著的线性趋势，1 阶差分就可以实现趋势平稳；

序列蕴含曲线趋势，通常低阶（2 阶或 3 阶）差分就可以提取出曲线趋势的影响；

蕴含固定周期的序列进行步长为周期长度的差分运算。 

5.3 ARIMA 模型 

1. ARIMA 模型建模步骤（P136）： 

获取观察值序列后，对该序列进行平稳性检验，若不平稳则通过一系列运算

（如差分法、标准化、累加、累减、函数型变形、平滑法等）转化为平稳序列后

重新进平稳性检验，平稳则继续进行白噪声检验，若白噪声检验不通过则调整

ARMA 模型进行重新拟合，然后将拟合后序列再进行白噪声检验，直至检验通

过。 

2. 消除滞后算子 B（P138）： 

记住∇= (1 − 𝐵), 𝐵𝑘𝑥𝑡 = 𝑥𝑡−𝑘，将式子中的 B 进行替换后计算消除。 

第六章 有季节效应的非平稳序列分析 

6.1 因素分解理论 

（简答）四个影响序列波动的因素： 

1. 长期趋势：序列呈现明显的长期递增或递减的变化规律； 

2. 循环波动：序列呈现出从低到高，再从高到低的反复循环波动； 

3. 季节性变化：序列呈现出和季节变化相关的稳定周期性波动，后来季节

性变化的周期扩展到任意稳定周期； 

4. 随机波动：除了长期趋势、循环波动和季节性变化之外，其他不能用确

定性因素解释的序列波动都属于随机波动。 

最常用的两个拟合函数是加法函数和乘法函数，相应的因素分解模型称为加

法模型和乘法模型。 

如果观察时期不够长，那么循环因素和趋势因素的影响很难准确区分。 

有些社会现象和经济现象显示某些特殊日期是很显著的影响因素，但是再传

统因素分解模型中却没有被纳入研究。 

（简答）基于因素分解的思想进行确定性时序分析的目的： 

一是克服其他因素的干扰，单纯测度出某个确定性因素（诸如季节、趋势、

交易日）对序列的影响；二是根据序列呈现的确定性特征选择适当的方法对序列

进行综合预测。 
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6.2 因素分解模型 

移动平均函数的三个约束条件：时期对称、系数相等、系数和为 1。 

（简答）简单中心移动平均方法的良好属性： 

1.简单中心移动平均能够有效提取低阶趋势（一元一次线性趋势或一元二次

抛物线趋势）；2.简单中心移动平均能够实现拟合方差最小；3.简单中心移动平均

能够有效消除季节效应；因为简单中心移动平均具有这些良好的属性，所以，只

要选择适当的平均期数就能有效消除季节效应和随机波动的影响，有效提取序列

的趋势信息。 

凡是呈现出固定的周期性变化的时间，都称它具有季节效应。 

（简答）加法（乘法）模型的季节指数构造步骤： 

第一步，从原序列中消除趋势效应；第二步，计算{𝑦}序列总均值；第三步，

计算每季度均值𝑦̅𝑗；第四步，计算加法（乘法）模型的季节指数𝑆𝑗。 

X11 模型中的移动平均方法：简单移动平均方法、Henderson 加权移动平均、

Musgrave非对称移动平均。 

6.3 指数平滑预测模型 

确定性因素分解的第二个目的是根据序列呈现的确定性特征，选择适当的模

型，预测序列未来的发展。根据序列是否具有长期趋势与季节效应，可以把序列

分为如下三大类：第一类，即无长期趋势，也无季节效应；第二类，有长期趋势，

无季节效应；第三类，长期趋势可有可无，但一定有季节效应。 

预测模型选择 长期趋势 季节效应 

简单指数平滑 无 无 

Holt 两参数指数平滑 有 无 

Holt-Winters 三参数指数平滑 
有 

有 
无 

6.4 ARIMA 加法模型 

季节加法模型实际上就是通过趋势差分、季节差分将序列转化为平稳序列，

再对其进行拟合。 

第七章 条件异方差模型 

7.1 异方差的问题 

（填空）白噪声序列应该满足的三个假定条件：零均值、纯随机、方差齐性。 

（判断）如果残差序列方差齐性的假定不成立，即随着时间的变化，残差序

列的方差不是常数，我们称这种属性为方差非齐，或简称为异方差现象。序列的

异方差属性可以表达为方差为时间 t 的函数。 

7.3 异方差的直观判断 

（判断）当残差序列{𝜀𝑡}方差齐性时，它应该在一个边界和均值的距离几乎

相等的空间里随机波动，不带任何趋势，否则，就显示出异方差的性质。（见 P202

的四个图） 
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（填空）当残差序列异方差时的两种处理思路：假如已知异方差函数的具体

形式，进行方差齐性变换；假如不知道异方差的具体形式，拟合条件异方差模型。 

对于标准差与水平成正比关系的异方差序列，对数变换可以有效地实现方差

齐性。 

用对数变换实现方差齐性的，只能是方差与均值之间具有线性关系，其他情

况下，对数变换不一定能实现方差齐性。 

7.4 ARCH 模型 

（简答）集群效应： 

集群效应是指在消除去确定性非平稳因素的影响后，残差序列在大部分时段

小幅波动，但是会在某些时段出现持续大幅波动。集群效应的存在意味着在序列

持续大幅波动的时期，基于期望方差估计的序列波动范围会显著小于真实波动范

围。 

7.5 GARCH 模型 

ARCH 模型的实质是使用残差平方序列的 q 阶移动平均拟合当期异方差函

数值。 

ARCH模型实际上就是{ℎ𝑡}关于{𝜀𝑡
2, 𝜀𝑡−1

2, 𝜀𝑡−2
2, ⋯ , 𝜀𝑡−𝑞

2}的 q阶移动平均的

MA(q)模型；而 GARCH 模型实际上就是{ℎ𝑡}关于{ℎ𝑡−1, ℎ𝑡−2,⋯ , ℎ𝑡−𝑝}的 p 阶自相

关，关于{𝜀𝑡
2, 𝜀𝑡−1

2, 𝜀𝑡−2
2, ⋯ , 𝜀𝑡−𝑞

2}的 q 阶移动平均的 ARMA(p,q)模型。 

（填空）一个完整的条件异方差模型的三个构成部分：均值模型、条件异方

差模型和分布假定。 

（简答）拟合 GARCH 模型的步骤： 

第一步，构建水平模型𝑥𝑡 = 𝑓(𝑡, 𝑥𝑡−1, 𝑥𝑡−2, ⋯ ) + 𝜀𝑡，提取序列均值中蕴含的

相关信息；第二步，检验残差序列是否具有条件异方差特征；第三步，对具有条

件异方差特征的序列拟合 GARCH 模型；第四步，检验拟合模型的优劣，优化模

型；第五步，使用拟合模型进行预测。 

（简答）Portmanteau Q 检验和 LM 检验的构造思想： 

Portmanteau Q 检验：如果残差序列方差非齐，且具有集群效应，那么残差平

方序列通常具有自相关性，所以方差非齐检验可以转化为残差平方序列的自相关

性检验； 

LM 检验：如果残差序列方差非齐，且具有集群效应，那么残差平方序列通

常具有自相关性，该检验方法实际上就是残差平方序列{𝜀𝑡
2}自回归方程的显著性

检验。 

（简答）图检验方法怎么使用： 

QQ 图，实际上是分布的分位点图。横轴是标准正态分布的分位点，纵轴是

进行标准化变换后的残差序列的样本分位点。如果残差序列确实服从正态分布，

那么残差序列的次序观察值对应的横轴坐标应该恰好等于纵轴坐标，即所有的观

察值点应该在对角线上。如果观察值偏离对小件，就是偏离了正态分布假定，偏

离对角线的点越多，偏离的角度越大，正态分布假定就越不可靠。 

残差直方图是另一种分布检验方法。将残差序列绘制成直方图，然后根据残
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差序列的样本均值和样本差，绘制正态分布参考线。如果直方图和正态分布参考

线很吻合，说明正态分布假定比较合理。如果直方图和正态分布参考线偏离严重，

说明正态分布假定不合理。 
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